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Primitives et équations différentielles

MATHEMATIQUES

: savoir-faire 1

Exercice 1

F est sous la forme d’un produit F(z) = (—2z + 8) 57,

u(zx) =

On utilise la formule : F/ = v'v + uv’.

Fl'(z) =

u'(z)

—2x + 8, donc v/ (x) = =2 et v(x) = e”5*, donc v/(x) = 0, 5e*>*

v(z)

Méthode
Pour répondre a la question, on montre

que F' = f.

—2 x %5 4 (=22 4 8) x 0, 5e%5”
N / v R ; N -

v(z) u(x) v’ (x)

= —2¢%57 1 0,5(—2x + 8)e5”

—260’51‘ + (—$ + 4)e0,51‘ 0, 5 x (—2) —

= (=2—x+4)e”" On factorise par .e
_ (71, + 2)eO,Sz
= [fl@)

F est bien une primitive de f.

Exercice 2

F est sous la forme d’'une somme F(z) =e “(—-1—z)+_ =z .
<~

| —

e u est sous la forme d'un produit u(z) = ™ (-1 — z).

On a a(z) = e, donc d'(z) =

-1
~—

@) p(a)

Dérivée de

T —

b(z) = —1—z, donc ' (z) = —1.

—x

Pour calculer v/, on utilise la formule : v’ = a’b + ab’.

u'(r) =

e v(z) =z, donc v'(z) = 1.
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—e ¥x(=1— T x (=1
e ( z)+e * x(-1)

Explication

@) a pour dérivée w'(x)e”® avec

w(z) = 0,5z et w'(z) = 0,5.

et 0,5x4=2.
0,5z

C’est toujours le méme principe. Pour mon-
trer qu'une fonction F est une primitive d’une
fonction f, il faut dériver F' pour obtenir f et
le tour est joué.

a'(z) b(z) a(@)  p(a)
(14+2z)e™®—e™® Car —1(-1—2)=1+=z
(1+x—1)e”® En factorisant par e

—X

xre



Comme F'(z) = '(x) +v'(x), on obtient F'(z) = xe ™ + 1 = f(z).

Par conséquent, F' est bien une primitive de f.

Exercice 3

a. Montrons que F' est une primitive de f. Pour cela on calcule F”.

F est de la forme d’une différence : F(z) =glnz— =z .

u(z)  v(z)

e u est sous la forme d'un produit : u(z) = = Inz.
a(z) b(x)

1
On a a(z) = z, donc d’(z) = 1 et b(z) = Inx donc V' (z) = ~

On calcule ' avec la formule v’ = a’b + ab’.

u'(z) = XIlnz +_ x X

1

1 —
~N N~ =~ x
a’(z) b(z) a(x) b\/(f;

T
= Inz+ -
T

= hz+1
e v(x) =z, donc v'(z) = 1.
Comme F'(z) = u/(z) —v'(x), on obtient F'(z) =lnz+1—1=Ilnz = f(z).

Toutes les primitives de f sur |0 ; +oo[ sont donc de la forme Fy, : ¢ — xln(z) — x + k avec k € R.

b. G(1) = 0 < 1ln(l)-1+k=0<=k=1 _ o Rechercher la primitive G revient a déterminer
La fonction G : © — zln(x) — x + 1 est 'unique primitive de f e, valenE de k. B comme caiie el de & et

: )
qui s’annule en 1. unique, on en déduit que G est unique.

Exercice 4

3
La fonction f est sous la forme d’une somme f(z) = 2? — = .
~—~ €T
3 x —— " a pour primitive
u(z) = 2?, donc U(x) = . RN
3
3 1 T — 1
v(z) = — =3 x —, donc V(z) =3lnx. "
x x

3
f =u+ v admet comme primitive F' = U + V définie par F(z) = % —3Inz.

Exercice 5

w(z) Explications

—
flz) = . % ol —a? Vous devez avant tout recon-
~~ ' naitre (ou faire apparaitre) la
c’est presque I . 9
o/ () forme u'e* qui n’est autre que la
w(z) =1 — 22 donc () = —2a. dérivée de e". Donc une primitive

de uv'e® est e.

. J
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u(x)

1 wla
Ona: f(z) = —5 X (—2z) xel — z®  On transforme D’écriture de f(x) pour obtenir la forme u’(z)e"(®).

——
u/(x)
—_———
7% X (—2z)=z
1 1
Ainsi, f = —= x u'e" dont une primitive est F' = —= x e,
2 \f’: 2
faire apparaitre
e . , . ) 1 1—z2
Une primitive de f sur R est la fonction F définie pour tout réel z, par F(z) = _56

Exercice 6

1
1. f est sous la forme d'une somme : f(z) = 2? + | -3z + 5)

Identifiez bien la forme de la

u(@)  ——— T

(o) fonction.
3 1 21 32 1
On a u(z) = 2%, donc U(x) = % et v(z) = =3z + 3 donc V(z) = =3 x % + 3% = —% + 3%

f =u+ v admet comme primitive F =U + V.

50322 1 1
Ainsi,F():%_%+§I:§$S_§x2+§x.

) 3 1

2. f est sous la forme d'une somme : f(z) = 22" — 1+ | ——

x
4 ) 4 4 1 1
Onau(x):2x3fl,doncU(x):2><%753: X4$ 71':7—1'6‘51)(): 5> donc V(z) = —.
x

f =wu+ v admet comme primitive F =U + V.

$4

1
Ainsi, F(z) = 1 —z+ —.
x

Exercice 7

e f est de la forme u'u™ avec u(x) = sin(x) et u'(x) = cos(z) et n = 1.

141
Une primitive F' de f sur R est donc définie par F' = T Une primitive de
1
1 u™t
Ainsi, F(z) = 3 sin?(z). u'u” est ——

2 .
o g(x) = 1P =2(z—1)73.

g est de la forme 2 x v'u™ avec u(x) =x —let u'(z) =1 et n=3.
Une primitive G de g sur |1 ; +oo[ est donc définie par :

(x —1)73+! oy (x —1)72 _ -1

—3+1 —2 (z—1)2

G(z) =2 x
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2x
241

T 1
Pour tout z € R, h(z) = ——— = = x
e Pour tout z (x) o

h est de la forme — avec u(z) = 2> +1 > 0 sur R et v/(z) = 2.
u

Une primitive H de h sur R est donc définie par H(z) = In(u) + k = In(2* + 1) + 12.

3
e Pour tout z € R, k(z) = 3! = = x 2¢27 T,
k est de la forme u'e" avec u(z) = 2z + 1 et u'(z) = 2.

3 3 on
Une primitive K de k sur R est donc définie par K (x) = 56‘” = §e2“+1.

www.mathGM.fr 4



